K1.

Taulukossa on arvosanojen absoluuttinen jakauma.

Arvosana f
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Ratkaistaan tehtévé LibreOfficen Calc-ohjelmalla.

a) Suhteellinen jakauma sisdltdd havaintoarvojen suhteelliset frekvenssit
eli niiden esiintymiskertojen suhteelliset osuudet prosentteina.

Kirjoitetaan sarakkeeseen A arvosanat ja sarakkeeseen B frekvenssit.

Lasketaan soluun B9 frekvenssien summa.

Lasketaan soluun C2 arvosanan L suhteellinen frekvenssi, ja kopioidaan
kaavaa sarakkeessa C alaspéin.
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Yhteensa

Arvosana f

%
1202 =B2/$B$9*100
3799
4955
6906
5870
3342
1067

=SUMMA(B2:B8)

IImaistaan suhteelliset frekvenssit kahden desimaalin tarkkuudella.
Lasketaan lopuksi suhteellisten frekvenssien summa soluun C9.



A | B | c |
1 |Arvosana f %
2 L 1202 4,43
3 [E 3799 14,00
4 M 4955 18,26
5 [C 6906 25,44
"6 B 5870 21,63
L7 A 3342 12,31
L8l 1067 3,93
| 9 |Yhteensa 27141 100

b) Piirretddn pylvaskuvio Ohjattu kaavion luonti -toimintoa kdyttien
seuraavan ohjeistuksen mukaisesti:
* Maalaa solut A1-CS.
* Valitse Lisdé-valikosta Kaavio.
* Vaiheessa 1. Kaaviotyyppi valitse kaaviotyypiksi Pylvis.
* Vaiheessa 2. Tietoalue valitse Arvosarjat sarakkeissa,
Ensimmaéinen rivi sisiltii otsikoita ja Ensimméinen sarake sisiltia
otsikoita.
*» Vaiheessa 3. Arvosarja poista arvosarja f.
» Vaiheessa 4. Kaavioelementit syt otsikoksi ”Aidinkielen ja
kirjallisuuden arvosanat”, X-akselin otsikoksi ”arvosana” ja Y-akselin
otsikoksi “’suhteellinen frekvenssi (%)”. Poista valinta kohdasta Nayta
selite.
* Valitse Valmis.

Aidinkielen ja kirjallisuuden arvosanat
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K2.

Taulukossa on arvosanojen absoluuttinen jakauma.

Arvosana | Puoltodanet f

L 7 1202
E 6 3799
M 5 4955
C 4 6906
B 3 5870
A 2 3342
1 0 1067

Ratkaistaan tehtdvd GeoGebran taulukkolaskennalla.

Taulukoidaan havaintoarvot.

A B C

1 Arvosana Puoltodanet f

2 L 7 1202
3 E 6 3799
4 M 5 4955
5 C 4 6906
6 B 3 5870
7 A 2 3342
8 | 0 1067

Madéritetddn tilastolliset tunnusluvut.



Maalataan alue, jolla tutkittavat arvot sijaitsevat. Valitaan Yhden muuttujan
analyysi -toiminto. Valitaan Néyté tilastot -toiminto.

a) Puoltodédnten keskiarvo on 3,98.

b) Puoltodédnten keskihajonta on 1,57.

¢) Puoltoddnten mediaani on 4.

d) Puoltoddnen 4 frekvenssi on suurin. Siis puoltodénten moodi on 4.

Vastaus
a) 3,98
b) 1,57
c)4

d) 4



K3.

a) Lyhin opiskeluaika on 1,2 tuntia ja pisin 9,5 tuntia. Valitaan luokiksi
esimerkiksi tasalevyiset luokat 1,0-2,9; 3,0-4,9; 5,0-6,9; 7,0-8,9 ja

9,0-10,9.

Lasketaan, kuinka monta havaintoa kussakin luokassa on.

Aika(h) | f
1,0-2,9 3
3,0-4,9 11
5,0-6,9 11
7,0-8,9 4
9,0-10,9 |1

b) Ratkaistaan tehtdvd GeoGebran taulukkolaskennalla.

Kirjoitetaan sarakkeeseen A luokat ja sarakkeisiin B ja C luokkien

todelliset rajat. Lasketaan sarakkeeseen D luokkakeskukset. Kirjoitetaan

sarakkeeseen E luokkien frekvenssit.

A B c D
1 Aika (h) Todellinen alaraja Todellinen ylaraja Luokkakeskus f
2 1,0-2,9 0.95 2.95 1.95
3 3,0-4,9 2.95 4.95 3.95
4 5,0-6,9 4.95 6.95 5.95
5 7,0-8,9 6.95 8.95 7.95
6 9,0-10,9 8.95 10.95 9.95

Ajat on pydristetty tunnin kymmenesosan tarkkuuteen. Talloin

11
11

esimerkiksi luokan 1,0-2,9 todellinen alaraja on 0,95 h ja todellinen

yldraja 2,95 h. Luokkakeskus on luokan todellisten rajojen keskiarvo.

Esimerkiksi luokan 1,0-2,9 luokkakeskus saadaan kaavalla

”=(B2+C2)/2”. Kopioidaan kaavaa sarakkeessa D alaspdin.



Luokkien 3,0-4,9 ja 5,0-6,9 frekvenssit ovat suurimmat. Siis
moodiluokka on 3,049 h ja 5,0-6,9 h.

Mairitetdéin muut tilastolliset tunnusluvut sarakkeissa D ja E olevien
luokkakeskusten ja frekvenssien perusteella.

n 30
Keskiarvo5.2167
o 1.8962
s 1.9286
> X 156.5
> x2 924.275
Min 1.95
Q1 3.95
Mediaani 5.95
Q3 5.95
Max 9.95

Arvio opiskeluajan keskiarvolle on 5,2 h ja keskihajonnalle 1,9 h.

Vastaus

a)

Aika (h)
1,0-2,9
3,0-4,9
5,0-6,9
7,0-8,9
9,0-10,9 |1

»—AW\
—_

b) moodiluokka 3,049 h ja 5,0-6,9 h,
keskiarvo 5,2 h, keskihajonta 1,9 h



K4.

a) Ratkaistaan tehtéva LibreOfficen Calc-ohjelmalla.

Kirjoitetaan sarakkeiden otsikot ja jatetddn otsikkorivin jalkeen yksi
tyhja rivi.

Kirjoitetaan sarakkeeseen A muuttujan luokat, sarakkeeseen B
suhteelliset frekvenssit ja sarakkeisiin C ja D luokkien todelliset rajat.

Kirjoitetaan sarakkeeseen E riville 2 ensimmaisen luokan todellinen
alaraja ja seuraavien solujen arvoiksi kunkin luokan todellinen yléraja.

Kirjoitetaan sarakkeeseen F riville 2 arvoksi O ja lasketaan seuraavien
solujen arvoiksi suhteelliset summafrekvenssit.

A | B | c | D | E F
Kuvaajassa
1 Todellinen Todellinen kaytettava
| Aika (h) f % alaraja ylaraja raja sf%
2 0,5 0
3 1-2 6,7 0,5 2,5 2,5 =F2+B3
4 |34 36,7 2,5 4,5 4,5
5 |56 40 45 6,5 6,5
6 |7-8 13,3 6,5 8,5 8,5
_ 7 |9-10 3,3 8,5 10,5 10,5
A | B | © | D | E | F |
Kuvaajassa
1 Todellinen Todellinen kaytettava
| Aika (h) f % alaraja ylaraja raja sf%
| 2 | 0,5 0
3 |12 6,7 0,5 2,5 2,5 6,7
4 |34 36,7 2,5 4,5 4,5 43,4
5 [5-6 40 4,5 6,5 6,5 83,4
6 |7-8 13,3 6,5 8,5 8,5 96,7
7 |9-10 3,3 8,5 10,5 10,5 100

Kertymdkuvaaja piirretdéin aloittaen ensimmaisen luokan alarajasta, jonka
kohdalla suhteellisen summafrekvenssin arvo on 0. Tdmén jdlkeen
kédytetddn luokkien yldrajoja, joiden kohdille merkitdén suhteellisen
summafrekvenssin arvo.

Piirretddn kertyméakuvaaja Ohjattu kaavion luonti -toimintoa kayttaen.
* Maalaa solut E1-F7.



* Valitse Lisdé-valikosta Kaavio

* Vaiheessa 1. Kaaviotyyppi valitse kaaviotyypiksi XY (hajonta) ja
Pisteet ja viivat.

* Vaiheessa 2. Tietoalue valitse Arvosarjat sarakkeissa,
Ensimméinen rivi sisiltai otsikoita ja Ensimmiinen sarake sisiltai
otsikoita.

* Vaiheessa 3. Arvosarja il tee muutoksia.

* Vaiheessa 4. Kaavioelementit syo6té otsikoksi ”Opiskeluun kéytetty
aika viikossa”, X-akselin otsikoksi “aika (h)” ja Y-akselin otsikoksi
”suhteellinen summafrekvenssi (%)”. Poista ruksi kohdasta Niyta
selite. Valitse Niytd ruudukot -kohdasta X-akseli ja Y-akseli.

* Valitse Valmis.

Ohjelma piirtdéd kertymékuvaajan, mutta sitd tdytyy vield muokata. Mita
tihedmpi asteikko on, sitd tarkemmin arvoja voidaan lukea.
Kertymékuvaajassa pystyakselin asteikon tulee olla vililla 0-100.

* Aktivoi piirtoalue kaksoisnapauttamalla tilastokuviota.

* Napauta hiiren oikealla painikkeella muokattavaa akselia ja valitse
Muotoile akseli. Vaihda Y-akselin asteikko vilille 0-100. Voit tihentéa
X-akselin asteikkoa.

Opiskeluun kaytetty aika viikkossa

100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

suhteellinen summafrekvenssi (%)

b) Arvioidaan kéytetyn ajan mediaani kertymikuvaajasta. Kuvaaja ylittda
50 %:n rajan noin 5 tunnin kohdalla. Kéytetyn ajan mediaani on 5
tuntia.



¢) Arvioidaan aika, jota vihemmaén opiskeli 35 % opiskelijoista. Kuvaaja
ylittdd 35 %:n rajan noin 4 tunnin kohdalla. Véhiten opiskelevat 35 %
kayttivét opiskeluun enintéddn 4 tuntia.

Vastaus

a)

Opiskeluun kaytetty aika viikossa
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suhteellinen summafrekvenssi (%)

b)5h
¢)4h



KS.

Ratkaistaan tehtdva LibreOfficen Calc-ohjelmalla.

a) Kirjoitetaan sarakkeeseen A arvosanat ja sarakkeeseen B
frekvenssit. Lasketaan soluun C2 arvosanan L summafrekvenssi ja
kopioidaan kaavaa sarakkeessa C alaspdin.

A | B

1 |Arvosana f

2 L 1202
3 E 3799
4 M 4955
5 |C 6906
6 |B 5870
7 A 3342
8 |l 1067

C

sf

=B2
=C2+B3

Lasketaan soluun B9 frekvenssien summa. Lasketaan soluun D2
arvosanan L suhteellinen summafrekvenssi ja kopioidaan kaavaa

sarakkeessa D alaspdin.

A B | | D |
1 |Arvosana f sf sf%
2 L 1202 1202 =C2/$B$9*100
3 [E 3799 5001
4 M 4955 9956
5 |C 6906 16862
6 |B 5870 22732
7 A 3342 26074
8 |l 1067 27141
9 |Yhteensd 27141

Ilmaistaan suhteelliset summafrekvenssit prosentin kymmenesosan

tarkkuudella.



A | B | c | D |
_1 |Arvosana f sf sf%
2 L 1202 1202 4,4
3 [E 3799 5001 18,4
4 M 4955 9956 36,7
5 |C 6906 16862 62,1
6 |B 5870 22732 83,8
7 A 3342 26074 96,1
8 |l 1067 27141 100,0

9 |Yhteensa 27141

b) Suhteellinen summafrekvenssi ylittdd 50 % arvosanan C kohdalla, joten
mediaaniarvosana on C.

¢) Vihintddn arvosanan C sai 62,1 % kokelaista.

d) Vihintdédn arvosanan C sai 62,1 % kokelaista. Arvosanan L sai 4,4 %
kokelaista.

Siispd vahintddn arvosanan C, mutta enintddn arvosanan E sai

62,1 % —4,4 % =57,7% kokelaista.

Vastaus
a)
Arvosana sf 5F%

L 1202 44
E 5001 18,4
M 9956 36,7
C 16 862 62,1
B 22732 83,8
A 26074 96,1
I 27 141 100,0

b) C

) 62,1 %

d) 57,7 %



K6

Korttipakassa on 52 erilaista korttia.

a) Korttipakassa on 13 pataaja 13 ruutua. Koska kortti palautetaan aina
noston jilkeen takaisin, 1dht6tilanne on molemmilla nostokerroilla sama.
Siten nostot ovat toisistaan riippumattomia.

Lasketaan tapahtuman todennédkoisyys.

P(1.pata ja 2. ruutu)
= P(pata) - P(ruutu)
_ 13 13

52 52
=0,0625

b) Pata ja ruutu voidaan saada kahdella tavalla. Tapahtumat
"1. kortti on pata ja 2. kortti on ruutu" ja
"1. kortti on ruutu ja 2. kortti on pata"
ovat erillisid.

Lasketaan tapahtuman todennéikoisyys.

P(pata ja ruutu)
= P(l.pataja 2. ruutu TAI 1. ruutuja 2. pata)
= P(1.pata)- P(2.ruutu) 4+ P(1. ruutu) - P(2. pata)

_ 13,13, 13 13
52 52 52 52
=0,125
Vastaus

2) 0,062 b) 0,125



K7

Piirretdén tilanteesta puukaavio, jossa luetellaan kaikki mahdolliset
tapaukset. Merkitdin vaihtoehtojen todennikoisyydet kaavioon.

pouta

tiistai

keskiviikko

torstai
sade pouta sade pouta

Lasketaan todenndkoisyys, etté torstaina on pouta.

P(torstaina pouta, kun tiistaina oli pouta)
= P(sp tai ps)

= P(sp) + P(ps)
=0,25-0,55+0,75-0,75

=0,7=70%

Torstaina on pouta 70 %:n todennikoisyydella.

Vastaus
70 %



K8

Nopan heitto voidaan ajatella toistokokeeksi. Todenndkdisyys, ettd

nopanheitolla saadaan silméluku 5 tai6 on p = 2_1

6 3

a) Lasketaan todennédkoisyys, ettd seitsemalld nopanheitolla saadaan
tasmaélleen kerran silmaluku 5 tai 6.

P(tdsmilleen kerran)

b) Lasketaan todennikoisyys, ettd seitsemélld nopanheitolla saadaan
tasmailleen kahdesti silméluku 5 tai 6.

P(tdsmailleen kahdesti)

T

1

11:7,7’:2,]9:3

Vastaus
a) 0,205 b) 0,307



K9

Nopan heitto voidaan ajatella toistokokeeksi. Todenndkdisyys, ettd
kahdeksansivuisen nopan heitolla saadaan silméluku 1, 2 tai 3 on

_3_
p=3=0375.

a) Lasketaan todennékoisyys, ettd yhdeksélla nopanheitolla saadaan
korkeintaan kaksi kertaa silméiluku 1, 2 tai 3.

P(korkeintaan kahdesti)
=PO0)+P()+ P(2)

9 0 9 9 1 8 9 2 7
=, |-0:375°0,625% 1| ].0,3750,625" +| ].0,375 0,625

~ 0,282

b) Tapahtuman "ainakin kolme kertaa" vastatapahtuma on "korkeintaan
kaksi kertaa".

Lasketaan todennékoisyys, ettd yhdeksilld nopanheitolla saadaan
ainakin kolme kertaa silméluku 1, 2 tai 3.

P(ainakin 3 kertaa)

= 1 — P(korkeintaan 2 kertaa)
~1-0,282

~ 0,718

Vastaus
a) 0,282 b) 0,718



K10

Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumédird n = 8. Yksittdisessd
toistossa silmiluvun 6 todennikdisyys p = % .

a) Ratkaistaan tehtdvd GeoGebralla.

Maidritetdén todennikoisyyslaskurilla jakauma Bin(S,%) neljan

desimaalin tarkkuudella.

k P(X = k)
U =1.3333 0 = 1.0541 o, . N
= I L 00.2326

10.3721
2 0.2605
3 0.1042
| . . | , . . . . 40.026
0 1 2 3 4 5 ] 7 8 5 0.0042
6 0.0004
8 p L 70
0 80

/7 Binomijakauma v n

b) Siirretdin tilastokuvio piirtoalueelle. Nimetéén vaaka-akseli kirjaimella
X japystyakseli kirjaimella P.

0.4]P 'y
0.35
0.3
0.25
0.2

0.1
0.05




¢) Todenndkodisin kuutosten lukuméird on 1.
d) Lasketaan odotusarvo.
E(X)= npzS-%z 1,3

Odotettavissa oleva kuutosten lukumééiran odotusarvo on 1,3.

Vastaus
¢l
d) 1,3



K11

Satunnaismuuttuja X noudattaa jakaumaa X ~ Bin(12; 0,65).

a) Madritetddn GeoGebran todennikoisyyslaskurilla todenndkdisyys, ettd
X>10 elietta X>11.

Binomijakauma v n 12 p 065
10)x ¢
p( 11 =x< 12 )= 0.0424

P(X >10)= P(11< X <12) ~ 0,042

b) Madritetdéin GeoGebran todennékdisyyslaskurilla todennékdisyys, ettd
6<X<0.

_ Binomijakauma v n 12 p 0.65
1[0)x ¢
P © <xs< 9 )= 0.7641

P(6< X <9)~ 0,764

¢) Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo.
E(X)=np=12-0,65=17,8

Vastaus
a) 0,042 b)0,764 ¢)7,8



K12

Martti tietdé vastauksen 10 viitteeseen, mutta joutuu arvaamaan loput 15
vastausta. Todennékoisyys vastata oikein yksittdiseen kysymykseen
on % = 0,5 . Martin tulee saada védhintdin 5 oikeaa arvausta

lapdistdadkseen testin.

Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumiddrd n =15 ja yksittiisessé
toistossa onnistumisen todenndkdisyys p = 0,5. Oikeiden vastausten
lukuméddrd X noudattaa jakaumaa Bin(15; 0,5).

Madritetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todennékoisyys, ettd
X=3.

_ Binomijakauma v n 15 p 05
18I
P( 5 <X< 15 )= 0.9408

P(X>5)=P(5<X<15)~0,941

Martti lapdisee testin todennédkdisyydelld 0,941.

Vastaus
0,941



K13

Tapahtuma on toistokoe, jossa toistojen lukuméérd n = 44. Yksittdisessd
toistossa mustan kissan todennékoisyys p = 0,55.

’

Satunnaismuuttuja X: “ndyttelyyn saapuvien mustien kissojen lukumaara’
noudattaa jakaumaa Bin(44; 0,55).

a) Midritetddn GeoGebran todenndkoisyyslaskurilla todenndkoisyys,
ettd X<22.

Binomijakauma v pn M p 055
11X ¢
P( 0 <Xs 22 )= 0.3022

P(X <22)=P(0< X <22)~0,30

b) Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo.
E(X)=np=44-0,55=24,2~24

Odotusarvo on 24 mustaa kissaa

Vastaus
a) 0,30
b) 24 mustaa kissaa



K14

a) Nakkileipdd putoaa 30 kerrasta voipuoli alaspdin 19 kertaa, joten
todennékdisyys, ettd nakkileipa putoaa voipuoli alaspdin on

~19 L
P =35~ 0,633

b) Kyseessd on toistokoe, jossa toistojen lukumadrd n = 100. Yksittdisessa

toistossa voipuoli alaspdin putoamisen todennikoisyys p = % .
Satunnaismuuttuja X: "voipuoli alaspdin pudonneiden lukumééra"

noudattaa jakaumaa Bin(100, %) .
Mairitetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todennédkdisyys,
ettd X >50 eliettd X>51.

19
Binomijakauma v n 100 p 30
11X ¢
P( 51 <X< 100 )= 0.9956

P(X >50)= P(51 < X <100) ~ 0,996

Vastaus
a) 0,633
b) 0,996



K15

Tapahtuman voidaan ajatella olevan toistokoe, jossa on 10 toistoa.
Merkitdan onnistumistodenndkdisyytta yksittdisessa toistossa kirjaimella p.
Olkoon satunnaismuuttuja

X: ”Viivin voittojen lukuméérd 10 kierroksella.”

Talldéin X ~ Bin(10, p).
a) Todenndkoisyys, ettd 10 toistosta 5 onnistuu on
10} s 4 5 5
P(X =5)= S|P “(I=p)* =252p>-(1-p)

Tiedetéén, ettd tdméa todenndkdisyys on 0,20. Muodostetaan yhtilo ja
ratkaistaan p.

252p° -(1—p)> =0,20
p-(=p) Ratkaistaan CAS-laskimella.
p~0,40 tai p=0,60

Viivi voittaa yksittdisen kierroksen todennékoisyydelld 0,40 tai 0,60.

b) Jos p~=0,40,niin 30 kierroksella saatujen voittojen lukuméérén
odotusarvoon E(X)=np ~30-0,40 =12.
Talléin 15 voittoa on Petralle hyva tulos.

Jos p=0,60, niin 30 pelissé saatujen voittojen lukuméérin odotusarvo
on E(X)=np~30-0,60=18.
Talléin 15 voittoa on Petralle huono tulos.

Vastaus
a) 0,40 tai 0,60



b) Jos p = 0,40, niin E(X) = 12; ja tulos on hyva.
Jos p=0,60, niin E(X)= 18; ja tulos on huono.



K16

Madritetdédn satunnaismuuttujan X: “kolikon ja nopan silmélukujen
summa” jakauma. Kdytetdin apuna taulukkoa, johon summat on laskettu.

Kolikko
1 2 3 4 5
1 2 3 4
4-sivuinen noppa
X P
2 |%
s 1%
i
s34
6 |%
ak

Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo.

1

E(X):%-2+ 8-3+%-4+

=

Vastaus
4,5



K17

Taulukoidaan silmélukujen summat.

6|7 |89 |10|11]12
5/16|7|8]9(10|11

4 |5|6|7|8]9|10

1. noppa 3|14|5/6|7|8|9
2/3|4|5|6|7]|8
1(2|3|4|5|6]|7

1 2 3 4 5 6

2. noppa

Jos silmdlukujen summa on véhintddn 8, Maisa maksaa Lasselle kolme
euroa. Muissa tapauksissa Lasse maksaa Maisalle kaksi euroa.

Tapauksia on yhteenséd 36, joissa 15:ssd4 summa on vahintddn 8 ja 25:ssd
summa on alle 8.

Olkoon satunnaismuuttuja X: “Maisan yhdell4 kierroksella saama voitto”.
Satunnaismuuttujan jakauma on:

X P
15
3] 36
25
2 36

Lasketaan odotusarvo.

E(X):%-(—3)+%-2:—5



Maisan voiton odotusarvo on _L €~ -0,08 €.

12

Peli ei ole reilu, koska molempien pelaajien voiton odotusarvo ei ole nolla.
Maisa havidd keskimadrin 0,08 € jokaisella kierroksella (ja Lasse voittaa
keskimaérin saman verran).

Vastaus
Peli ei ole reilu.



K18.

a) Ratkaistaan tehtdvd GeoGebran todennékdisyyslaskurilla.

u=21o=4 VAN
5 10 15 20 25 20 a5 40
/" Normaalijakauma v op 21 o 4

ﬁ I L P 21 X< 27 )= 0.43319 0l

P21< X <27)~0,43

u:210‘=4 AE’

& 20 35 40

_/~  Normaalijakauma v op 21 o 4

[] I [ Pxs 27 ) = 0.93319 HY

P(X <27) ~ 0,93



p=21o=4 N =
5 10 15 20 25 20 35 40
/" Normaalijakauma v opo21 o 4

e LEAE [pC 2y <X )= 05 ]

P(X >21)~ 0,50

d)
u=210=4 N
5 10 15 20 25 30 35 40
_/~ Normaalijakauma v o p 21 g 4
ﬁ IL [ P2 <X< 21 )= 0 0
P(X=21)=0
Vastaus
a) 0,43
b) 0,93
¢) 0,50

d) 0,00



K19.

a) Ratkaistaan tehtdvd GeoGebran todennékdisyyslaskurilla.

Satunnaismuuttuja Z noudattaa normaalijakaumaa, jonka odotusarvo
on 0 jakeskihajonta 1.

u=0o=1 N
-4 -2 0 2 "

_/~ Normaaljgkauma v p 0 g 1

@[J I [ P(Xs ~099446 )= 016 3

P(X <a)=0,16,kun a~ —0,99

b)
u=00=1 N B
4 2 0 2 4
/7 Normaalijakauma v p 0 g 1

m DX (L P o386 <x) = 036 ‘3

P(X >a)=0,36,kun a = 0,36

¢) Midritettdvén vilin ala- ja ylérajan tulee sijaita symmetrisesti
keskiarvon molemmin puolin.



Vililld tulee olla 50 % jakaumasta, joten sekd vilin alapuolella ettéd
yldpuolella on 25 % jakaumasta.

Madritetdén vilin yldraja a.

u=00=1 N B
4 2 0 2 4
/" Normaalijakauma v p 0 o 1

e X (L ]pc o67a40  <x) = 025 £

P(X >a)=0,25,kun a~ 0,67

Vastaus
a) —0,99
b) 0,36
¢) 0,67



K20.

a) Satunnaismuuttujan X odotusarvo on 12 ja keskihajonta 3.
Siis p=12 ja o =3.

Lasketaan arvoa x =9 vastaava normitettu arvo.

Oikea vaihtoehto on 2.

b) Lasketaan arvoa x =12 vastaava normitettu arvo.

X—p 1212 —0
o 3

z =

Oikea vaihtoehto on 3.

¢) Lasketaan arvoa x =18 vastaava normitettu arvo.

Xx—p_ 18—12 _ 5
o 3

zZ =

Oikea vaihtoehto on 5.

Vastaus
a) 2
b) 3
¢) 5



K21.

a) Merkitddn satunnaisesti valitun auton nopeutta kirjaimella X.
Nopeuksien keskiarvo on 113,0 km/h ja keskihajonta 7,9 km/h.
Siis 4 =113,0 ja 0=7,9.

Madritetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todennékoisyys, ettd
satunnaisesti valitun auton nopeus on yli 120 km/h.

p=1130=79 =
80 90 100 110 120 130 140 150
/7 Normaalijakauma v p 113 g 7.9

ﬁ (11 P{ 120 <X ) = 018779 -
Saadaan P(X >120)~0,19.

19 % autoilijoista ajoi yli 120 km/h.

b) Maéritetdéin GeoGebran todennékdisyyslaskurilla todennékdisyys, ettd
satunnaisesti valitun auton nopeus on alle 100 km/h.

p=1130=7.9 NG
80 20 100 110 120 130 140 150
_/_ Normaalijakauma v o 113 c 7.9

@ [1 IL [ P(X< 100 ) = 0.04993 H



Saadaan P(X <100) = 0,05.

5 % autoilijoista ajoi alle 100 km/h.

Vastaus
a) 19%
b) 5%



K22.

a) Merkitddn satunnaisesti valitun 16-vuotiaan pojan pituutta
senttimetreind kirjaimella X.

Satunnaismuuttujan X odotusarvo p =175,6
ja keskihajonta o = 17,1.

Maiiritetdéin GeoGebran todennékdisyyslaskurilla sellainen pituus a,
ettdi P(X >a)=0,10.

pu=175.60=7.1 AN =
150 160 170 180 180 200
/7 Normaalijakauma v p 1756 o 7.1

ra

ﬁ [ I p( 184.60902 <X ) = 0.10) H
P(X >a)=0,10, kun a ~184,7.
Pisimmaét 10 % pojista ovat yli 184,7 cm pitkid.

b) Jos odotusarvon suhteen symmetriselld vililli on 90 % pojista, niin
sekd vilin alapuolella ettd yldpuolella on 5 % pojista.

Mairitetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla pituusvilin alaraja a.



u=17560="7.1 N D

/7 Normaalijakauma v u 175.6 g 7.1

@ [1 IL [ P(Xs< 16392154 ) = 0.05 H

P(X <a)=0,05, kun a ~163,9.
Vilin alaraja on 163,9 cm.
Madritetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla pituusvilin yldraja b.

u=175.60=7.1 AN D

_/~ Normaalijakauma v p 1756 g 7.1
ﬁ [1 I p[ 187.27846 <X ) = 0.05 H
P(X >b)=0,05, kun b =187,3.

Vilin alaraja on 187,3 cm. Pituusvili on siis 163,9-187,3 cm.

Vastaus
a) yli 184,7 cm
b) 163,9-187,3 cm.



K23.

a) Televisiomallin kestoikd vuosina X noudattaa normaalijakaumaa, jonka
odotusarvo p = 5,5 vuotta ja keskihajonta o = 2,8 vuotta.

Mairitetddn GeoGebran todennikdisyyslaskurilla P(X < 2).

u=550=28 72N E’
5 0 5 10 15

/" Normaalijakauma v p 55 g 28

@ [1 L C P(x< 2 ) = 0.10565 Hi

Tamén mallinen televisio hajoaa alle kahdessa vuodessa
todennékdisyydelld 0,11.

b) Tapahtuman "ainakin yksi toimii 10 vuoden kuluttua" vastatapahtuman
on "kaikki 12 televisiota hajoavat alle 10 vuodessa".

Mairitetdén GeoGebran todennikdisyyslaskurilla P(X < 10).

H=550=2.8 AN
-5 0 5 10 15
/" Normaalijakauma v p 55 o 28

@[] IL € P(x< 10 ) = 0.94509 o



Saadaan P(X < 10) ~ 0,94599 .

Lasketaan tapahtuman "kaikki 12 televisiota hajoavat alle 10
vuodessa" todennikoisyys.

0,94599'2 ~ 0,51362

Lasketaan tapahtuman "ainakin yksi toimii 10 vuoden kuluttua"
todennékdisyys.

1-0,51362 ~ 0,49

Vastaus
a) 0,11
b) 0,49



K24.

Tehtivind on médrittdd satunnaismuuttujan X keskihajonta o,

kun odotusarvo = 30.

Olkoon arvoa x =35 vastaava normitettu arvo z.

Tuleeolla P(X >35)=P(Z>2z2)=0,75.

Satunnaismuuttuja Z ~ N(0,1).

GeoGebran todennékoisyyslaskurilla saadaan, ettd
P(Z >2)=0,75, kun z ~ —0,67449.

pu=0o=1

_/_ Normaalijakauma

X —p
g

—0,67449 = 30 = 35

z =

oc~17,4

Vastaus
7,4

o 1

= [ I ([ )pc -067449 <x) = 075 3

Muodostetaan normitusyhtélo ja ratkaistaan o .

z~ —0,67449, x =35, =30

Ratkaistaan CAS-laskimella.



K25S.

Tehtdvind on mairittdé koripallopelaajan pituuden X odotusarvo p, kun
keskihajonta o = 4,80 (cm).

Olkoon arvoa x =200 (cm) vastaava normitettu arvo z.

Tulee olla P(X > 200) = P(Z > z) = 0,0480.
Satunnaismuuttuja Z ~ N(0,1).

GeoGebran todennikoisyyslaskurilla saadaan, etté
P(Z > z)=0,0480, kun z ~1,66456.

p=0o=1 N B
4 2 0 2 4
/7 Normaalijakauma v p 0 g 1

= 11 (L ]p 166656 <x) = 00480 ]

Muodostetaan normitusyhtélo ja ratkaistaan f.

z= x;“ z ~ 1,66456, x = 3200, o = 4,80
1,66456 = 2(20 8—0,u Ratkaistaan CAS-laskimella.
1w~ 192

Pelaajien keskipituus on 192 cm.



Vastaus
192 cm



K26.

a) Oikein veikattujen ottelun tulosten lukuméérd X noudattaa

binomijakaumaa Bin(500, %). Lasketaan jakauman odotusarvo ja

keskihajonta.

= np = 500% ~ 166,67

o= Jnp(l—p) = 500%% ~ 10,541

Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla. Satunnaismuuttuja X
noudattaa likimain normaalijakaumaa N(166,667; 10,541).

Mairitetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla P(X < 150,5).

u = 166.67 0 = 10.541 =
120 140 160 180 200
/7 Normaalijakauma v p 16667 g 10.541

Q [1 1L [ P(xs 1504 ) = 0.06251 o

Veikkauksessa saadaan korkeintaan 150 ottelun tulos oikein
todennékdisyydelld 0,063.

b) Maiiritetddn GeoGebran todennékoisyyslaskurilla
P(199,5 < X < 200,5).



= 166.67 0 = 10.541 AN -

120 130 140 150 160 170 180 190 200 210

_/~  Normaalijakauma v p 166.67 g 10.541
| I [ p( 1995 <X< 2005 )= 0.00026 Hi
TR

Veikkauksessa saadaan tasan 200 ottelun tulos oikein
todennékdisyydelld 0,00026.

Vastaus
a) 0,063
b) 0,00026



K27.

a) Kéytetddn hyviksi jakauman symmetriaa odotusarvon 0 suhteen.

P(Z < —1,19)= P(Z >1,19)
=1-P(Z <1,19)
=1-®(1,19)
=1-0,8830
~0,1170

d) Ratkaistaan tehtdvé vastatapahtuman avulla.

Tehtdvand on méadrittdd sellainen normitettu arvo a, etti
P(Z <a)=1-0,27=0,73.

Taulukon perusteella a =~ 0,61.
Vastaus

a) 0,1170
b) a ~ 0,61



K28.

a) Vilipalapatukkapakkausten painojen keskiarvon luottamusvéli 99 %:n
luottamustasolla on [195,0 g, 207,0 g].

Otoskeskiarvo sijaitsee luottamusvélin keskipisteessé. Lasketaan
vilipalapatukkapakkauksen painon otoskeskiarvo.

195,0 g +207,0 g
2

=20L0¢g

b) Lasketaan keskiarvon virhemarginaali.
201,0g-195,0g=6,0¢g
Vastaus

a)201,0 g
b)6,0 g



K29.

a) Voittajachdokas saa ddnistd vahintién
51,3%—-3,1 % =482 %
ja enintdin
51,3% + 3,1 % = 54,4 %.
Luottamusvili on [48,2 %; 54,4 %].
b) Voittajachdokas saa dénisté véhintain
51,3% —5,7 % =45,6 %
ja enintdin
51,L3%+5,7%=57,0%

Luottamusvili on [45,6 %; 57,0 %].

Vastaus
a) [48,2 %; 54,4 %]
b) [45,6 %; 57,0 %]



K30.

a) Merkitddn satunnaisesti valitun tyttovauvan pituutta senttimetreini
kirjaimella X. Pituuden odotusarvo on 50 cm ja keskihajonta 3 cm.

Maiiritetdédn GeoGebran todennédkdisyyslaskurilla todennékdisyys, ettd
satunnaisesti valitun tyttdvauvan pituus on vahintdédn 51 cm.

40 45 50 55 60
~/ Normaalijakauma ~ p 50 s 3
100X
p( 51 <X)= 03694 i

P(X >51)~ 0,37

Satunnaisesti valitun tyttoévauvan syntymépituus on vahintddn 51 cm
todennékdisyydelld 0,39.

b) Erdissd sairaalassa syntyneet 35 tyttdvauvaa muodostavat otoksen.
Vastaavien otosten otoskeskiarvot noudattavat normaalijakaumaa, jonka

odotusarvo p =50 (cm) perusjoukon
odotusarvo
o 3 . .
keskihajonta 0 = — (cm). keskiarvon keskivirhe
] A5 (

Merkitddn otoskeskiarvoa kirjaimella Y. Maéritetddn GeoGebran



todennikdisyyslaskurilla todennékdisyys, ettd otoskeskiarvo on
véahintddn 51 cm.

48 49 50 51 52

- 3
-/ Normaalijagkauma ~ p 50 ° 7%
10X
P( 51 <X)= 00243 o

P(Y > 51) ~ 0,024

Erddssi sairaalassa syntyneiden 35 tyttovauvan keskiméddrdinen
syntymépituus on véhintdédn 51 cm todennédkoisyydelld 0,024.

Vastaus
a) 0,37
b) 0,024



K31.

a) Mairitetddn GeoGebran todennikdisyyslaskurilla kaikkien
kaakaopakkausten painojen keskiarvon luottamusviéli 95 %:n
luottamustasolla.

Keskiarvon Z-estimaatti v

Luottamustaso 0.95
Otos
Keskiarvo 795

o 20

N 40 ]

Tulos

Keskiarvon Z-estimaatti

Keskiarvo 795

o 20

S 3.1623

N 40

Alaraja 788.802
Ylaraja 801.198
Vali 795 + 6.198

Luottamusvali on [788,8 g; 801,2 g].

b) Kaakaopakkauksen ilmoitettu paino 800 g on 95 %:n luottamustason
luottamusvilin [788,8 g; 801,2 g] sisdlla.

Pakkausautomaatti on sdddetty oikein.

Vastaus
a) [788,8 g; 801,2 g]



b) on sédddetty oikein



K32.

Madritetdén GeoGebran todennikdisyyslaskurilla pelaamista harrastavien
lukiolaisten prosenttiosuuksien luottamusviéli eri luottamustasoilla.

Pelaamista harrastavien lukiolaisten prosenttiosuus otoksessa on
50 % = 0,50, ja kysymykseen vastasi 6114 lukiolaista.

a) Madritetddn luottamusvili 95 %:n luottamustasolla.

Suhteen Z-estimaatti v

Luottamustaso 0.95

Otos

Onnistumiset 3057 onnistumiset 0,50 - 6114
N 6114

Tulos

Suhteen Z-estimaatti

Onnistumiset 3057

N 6114

S 0.00639
Alaraja 0.48747
Ylaraja 0.51253

Vali 0.5 +0.01253

Luottamusvili 95 %:n luottamustasolla on [48,7 %; 51,3 %].

b) Maédritetddn luottamusvéli 99 %:n luottamustasolla.



Suhteen Z-estimaatti v

Luottamustaso 0.99

Otos

Onnistumiset 3057 onnistumiset 0,50 - 6114
N 6114

Tulos

Suhteen Z-estimaatti

Onnistumiset 3057

N 6114

S 0.00639
Alaraja 0.48353
Ylaraja 0.51647

Vali 0.5 +0.01647

Luottamusvili 99 %:n luottamustasolla on [48,4 %; 51,6 %].

¢) Médritetdan luottamusvali 99,9 %:n luottamustasolla.

Suhteen Z-estimaatti v

Luottamustaso 0.999

Otos

Onnistumiset 3057 onnistumiset 0,50 - 6114
N 6114

Tulos

Suhteen Z-estimaatti

Onnistumiset 3057

N 6114

S 0.00639
Alaraja 0.47896
Ylaraja 0.52104

Vali 0.5 +0.02104

Luottamusvali 99,9 %:n luottamustasolla on [47,9 %; 51,2 %].

Vastaus



a) [48,7 %; 51,3 %]
b) [48,4 %; 51,6 %]
¢) [47,9 %; 52,1 %]



K33.

Ratkaistaan tehtivd GeoGebran todennékdisyyslaskurilla.

Suhteen Z-estimaatti v

Luottamustaso 0.95

Otos

Onnistumiset  253.31 onnistumiset 0,73 - 347
N 347

Tulos

Suhteen Z-estimaatti

Onnistumiset 253.31

N 347

S 0.02383

Alaraja 0.68329 luottamusvélin alaraja

Ylaraja 0.77671 luottamusvélin yléraja

Vali 0.73 + 0.04671 virhemarginaali 0,04671 = 4,7 %

a) Tutkimuksen virhemarginaali 95 %:n luottamustasolla oli 4,7
prosenttiyksikkoa.

b) Tydilmapiirin véhintdin hyviaksi kokevien prosenttiosuuden
luottamusvali 95 %:n luottamustasolla oli [68,3 %; 77,7 %].

Luottamusvilin alaraja on alle 70 %. Ei voida paitelld 95 %:n
varmuudella, ettd yli 70 % tyontekijoistd kokee tydilmapiirin vahintiéan
hyvaksi.

Vastaus

a) 4,7 prosenttiyksikkod

b) Ei, koska kyselyn luottamusvélin [68,3 %; 77,7 %] alaraja on alle
70 %.



Al

a) P(X <165)=0,20

0,20

X
150 155 160 165 170 175 180 185 190

b) P(X >180)=1— P(X <180)=1—0,95= 0,05

X

b

150 155 160 165 170 175 180 185 190

¢) P(165< X <180) = P(X <180)— P(X <165)

=0,95-0,20
=0,75
0,95
M 020 X
150 155 160 165 170 175 180 185 190 150 155 160 165 170 175 180 185 190

Vastaus
a) 0,20 b) 0,05 ¢)0,75



A2

Ratkaistaan tehtdvd LibreOfficen Calc-ohjelmalla.

a) Kirjoitetaan sarakkeeseen A muuttujan luokat ja sarakkeeseen B
frekvenssit. Lasketaan frekvenssien summa soluun B7.

Lasketaan soluun C2 aikaluokan 0-2 suhteellinen frekvenssi, ja
kopioidaan kaavaa sarakkeessa C alaspdin. [lmaistaan suhteelliset
frekvenssit prosentin kymmenesosan tarkkuudella.

c2 B /x5 - =[=B21$B$7*100
A | B c

1 Aika (h) f f%

2 o2 10
3 | 35 24 30,8
4| 6-8 16 205
5 | 9-11 13 16,7
6 | 12-14 15 19,2
7 | Yhteensa 78 100

b) Kirjoitetaan sarakkeisiin D ja E luokkien todelliset rajat.

Lisétadn otsikkorivin alapuolelle tyhja rivi. Kirjoitetaan sarakkeeseen F
riville 2 ensimmaiisen luokan alaraja ja seuraavien solujen arvoiksi
kunkin luokan todellinen yléraja.

Kirjoitetaan sarakkeeseen G riville 2 arvoksi 0 ja lasketaan seuraavien
solujen arvoiksi suhteelliset summafrekvenssit.

G3

. |
Ed
™M
“

"
©
g
b
(e}
2

| A B | © | D | E | F G
L{ Aika (h) f f % Alaraja Yldraja Kuvaajassa kéytettiva raja Sf %
2 0 0,0
3 0-2 10 12,8 0 2,5 2,5
4 3-5 24 30,8 2,5 5,5 5,5 43,6
5 6-8 16 20,5 5,5 8,5 8,5 64,1
6 9-11 13 16,7 8,5 11,5 11,5 80,8
7 12-14 15 19,2 11,5 14,5 14,5 100,0
8 | Yhteensd 78 100



Piirretddn kertymikuvaaja. Muokataan akseleja niin, etti pystyakseli on
vililla 0-100.

Harrastukseen kuluvan ajan kertymé

100,0
90,0
80,0
70,0
60,0
50,0
40,0
30,0
20,0
10,0
0,0
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
aika (h)

suhteellinen summafrekvenssi (%)

Kuvaajan piirtdminen on ohjeistettu luvun 2 esimerkissi 2.

¢) Arvioidaan kéytetyn ajan mediaani kertymékuvaajasta. Kuvaaja ylittda
50 %:n rajan noin 6,5 tunnin kohdalla. Harrastukseen kéytetyn ajan
mediaani on 6,5 tuntia.

d) Arvioidaan aika, jota vihemman aikaa kaytti 30 % jdsenistd. Kuvaaja
ylittdd 30 %:n rajan noin 4 tunnin kohdalla. Véhiten aikaa kéyttéineet
30 % kaytti aikaa enintdén 4,0 tuntia.

e) Arvioidaan aika, jota enemman aikaa kiytti 30 % jésenistd. Kuvaaja
ylittdd 70 %:n rajan noin 9,5 tunnin kohdalla. Eniten aikaa kayttidneet
30 % Kkaytti aikaa vahintddn 9,5 tuntia.

Vastaus
¢)6,5h d)4,0h ¢95h



A3

Autoilija saa tyopdivin aikana pysikointivirhemaksun todenndkoisyydella
9,3 % =0,093.

Autoilija ei saa tyOpéivén aikana pysékdintivirhemaksun
todennékdisyydelld 1 —0,093 = 0,907.

Kyseessé on toistokoe, jossa n=35 ja p=0,093.

a) Lasketaan tapahtuman todennikoisyys.
P(autoilija saa tdsmélleen 2 pysékointivirhemaksua)
5
= [2] -0,0932.0,9073

~ 0,065 = 6,5%

b) Lasketaan tapahtuman todennikgisyys.

P(autoilija saa korkeintaan 2 pysékdintivirhemaksua)

= P(saa 0 tai | tai 2 pysékointivirhemaksua)

5 5 5
= [O] -0,093°.0,907° + [1]-0,0931 -0,9074 + [2] -0,093%-0,9073
=0,993=99,3%

¢) Tapahtuman saa ainakin kolme pysidkdintivirhemaksua”
vastatapahtuma on saa korkeintaan kaksi pysidkdintivirhemaksua”.



P(autoilija saa ainakin kolme pysdkointivirhemaksua)

= 1 — P(autoilija saa korkeintaan kaksi pysakointivirhemaksua)
=1-0,993

= 0,007 =0,7%

Vastaus
a) 6,5%
b) 99,3 %
¢) 0,7%



A4

Merkitddn satunnaisesti valitun jauhopussin painoa kirjaimella X.
Jauhopussien painon odotusarvo p = 1000 (g) ja keskihajonta

o =78,0(g).

a) Maiiritetddn GeoGebran todennékdisyyslaskurilla todennékoisyys, ettd
satunnaisesti valitun jauhopussin paino on alle 900 g.

700 800 900 1000 1100 1200 1300

_ Normaalijakauma v p 1000 g 718
[11C

ra
P(X < 900 )= 0.0999 LA

P(X < 900) = 0,0999

Jauhopussi painaa alle 900 g todenndkoisyydelld 0,0999.

b) On mééritettdva raja, jonka yldpuolella on 2,70 % jauhopusseista, eli
sellainen paino a, ettd P(X > a)=0,027.

Maidritetddn raja GeoGebran todenndkoisyyslaskurilla.



700 800 800 1000 1100 1200 1300

_/~  Normaalijakauma vy 1000 g 78

101 1(c)

p( 11502033 < x)= 0.027

ra
[

P(X>a)=0,027, kun a = 1150
Hylkédmisraja on 1150 g.
Vastaus

a) 0,0999
b) 1150 ¢



AS

a) Viite on tosi.

246,0 + 253,0

Otoskeskiarvo on >

= 249,5 (g).

b) Viite on epétosi.

Keksipakkausten massojen keskiarvo on 95 %:n varmuudella vélilla
246,0-253,0 g.

¢) Viite on tosi.

Keksipakkausten massojen keskiarvo on 95 %:n varmuudella vililla
246,0-253 g mutta se voi olla myds vélin ulkopuolella.

d) Viite on epétosi.
Virhemarginaali on puolet luottamusvélin pituudesta eli

253,0 —246,0
230°2800 35 ().

e) Viite on epitosi.

Kun luottamustason varmuus nousee 95 %:sta 99 %:iin, luottamusvélin
pituus kasvaa.



A6

Tapahtuma voidaan ajatella toistokokeena, jossa toistojen
lukumaiird n = 5. Silméluvun 1 todennékoisyys yksittdisessd heitossa on

_1_
p=y= 0,25.
Silméalukujen 1 lukumédrd X noudattaa jakaumaa Bin(20;0,25).

a) Médritetddn GeoGebran todennikoisyyslaskurilla satunnaismuuttujan
jakauma.

_ _ k P(X = K)
u=1.250=0.9682 3, . N
= I & 00.2373

1 0.3955
2 0.2637
3 0.0879
. 4 0.0146
0 1 2 3 4 5 5 0.001

/| Binomijakauma v n b p 025

Jakauma on siis:

P(X=k)
0,2373
0,3955
0,2637
0,0879
0,0146
0,0010

N[ (W= (O

b) Siirretién tilastokuvio piirtoalueelle. Nimetdén vaaka-akseli kirjaimella
X japystyakseli kirjaimella P.



/]
0.4 P @
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
. X,
L 1 2 3 4 5 ’

¢) Todennidkoisin ykkosten lukumédrd on 1.

d) Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo.

E(X)=np=5-0,25~1,25
Ykkosten lukumaéérin keskiarvo on 1,25.
Vastaus

¢ 1
d) 1,25



A7

Puoluekantansa ilmoitti 1884 henkilo4a.

a) Mairitetddn GeoGebran todennikoisyyslaskurilla kokoomuksen ja
sosiaalidemokraattien kannatusprosenttien luottamusvélit 95 %:n
luottamustasolla.

Kokoomuksen kannatusprosentti otoksessa on 24,2 % = 0,242.
Jakauma  Tilastot X

Suhteen Z-estimaatti v

Luottamustaso 0.95

Otos
Onnistumiset 455.928
N 1884

Tulos

Suhteen Z-estimaatti

Onnistumiset 455.928

N 1884

S 0.0099

Alaraja 0.2227

Ylaraja 0.2613

Vali 0.242 +0.0193

Luottamusvili on [22,3 %; 26,1 %]. Kokoomuksen kannatus on
95 %:n varmuudella valilld 22,3 %-26,1 %.

Sosiaalidemokraattien kannatusprosentti otoksessa on 19,3 % = 0,193.



Jakauma  Tilastot x

Suhteen Z-estimaatti ~

Luottamustaso 0.95

Otos
Onnistumiset 363.612
N 1884

Tulos

Suhteen Z-estimaatti

Onnistumiset 363.612

N 1884

S 0.0091

Alaraja 0.1752

Ylaraja 0.2108

Véli 0.193 £ 0.0178

Luottamusvali on [17,5 %; 21,1 %]. Sosiaalidemokraattien kannatus on
95 %:n varmuudella valilld 17,5 %-21,1 %.

Luottamusvalit eivit ole lainkaan pééllekkdin, joten voidaan paitella
95 %:n varmuudella, ettd kokoomuksen kannatus oli kaikkien

danioikeutettujen keskuudessa suurempaa kuin sosiaalidemokraattien.

b) Méiritetddn GeoGebran todennikoisyyslaskurilla perussuomalaisten
kannatusprosentin luottamusvéli 95 %:n luottamustasolla.

Perussuomalaisten kannatusprosentti otoksessa on 17,1 % = 0,171.



Jakauma  Tilastot e

Suhteen Z-estimaatti v

Luottamustaso 0.95

Otos
Onnistumiset 322.164

N 1884

Tulos

Suhteen Z-estimaatti

Onnistumiset 322.164

N 1884

5 0.0087
Alaraja 0.154

Ylaraja 0.188

Vali 0.171 +0.017

Luottamusvali on [15,4 %; 18,8 %]. Perussuomalaisten kannatus on
95 %:n varmuudella valilld 15,4 %—18,8 %.

a-kohdan perusteella sosiaalidemokraattien kannatus on 95 %:n
varmuudella vilillda 17,5 %-21,1 %.

Luottamusvalit ovat osittain paillekkaiset, joten ei voida péatelld
95 %:n varmuudella, ettd sosiaalidemokraattien kannatus oli kaikkien
danioikeutettujen keskuudessa suurempaa kuin perussuomalaisten.

Vastaus
a) voidaan
b) ei voida



A8

Mairitetdédn ensin otoksen tyomatkojen ajan keskiarvo ja keskihajonta.

A | 8 | c | D |
1 |Aika (m...
2 47 keskiarvo 59.76
3 52 keskihajonta 6.18
4 55
5 53
[ cA

Mairitetdéin GeoGebran todennikdisyyslaskurilla kaikkien tydmatkojen
aikojen keskiarvon luottamusvili 95 %:n luottamustasolla.

Jakauma  Tilastot X

Keskiarvon Z-estimaatti v

Luottamustaso 0.95

Otos

Keskiarvo 59.76
o 6.18
N 45

Tulos

Keskiarvon Z-estimaatti

Keskiarvo 59.76

o 6.18

S 0.9213

N 45

Alaraja 57.9544
Ylaraja 61.5656

Vali 59.76 + 1.8056

Luottamusvili on [58,0 min; 61,6 min]. Kaikkien tyomatkojen keskiarvo
on siis 95 %:n varmuudella vililld 58,0-61,6 min, joten ei voida sanoa
95 %:n varmuudella, ettd keskiarvo olisi muuttunut edellisen vuoden
keskiarvosta 61 minuuttia.



Vastaus
el voida



A9

Tehtdvind on miirittdd sokeripaketin massan X odotusarvo g, kun
keskihajonta o =25 (g) . Verrataan satunnaismuuttujan X jakaumaa
normitettuun normaalijakaumaan.

Olkoon arvoa X =1 kg= 1000 g vastaava normitettu arvo z.
Tulee olla P(X <1000)= P(Z <z)=10,03.
Satunnaismuuttuja Z ~ N(0, 1).

Mairitetdén GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla arvo z.

_ Normaalijakauma v p 0 g 1
[1X ¢
P(X < 1.8808 ) = 0.03

P(Z<z)=0,03, kun z~—1,8808

Muodostetaan normitusyhtild ja ratkaistaan .

s=2"H 7~ —1,8808, x = 1000, o = 25

1000 — 1
25
10~ 1047 (g)

—1,8808 = Ratkaistaan CAS-laskimella.
Odotusarvoksi pitdisi sddtda 1047 g.

Vastaus
1047 g



Al0

Otoskoko n = 100. Otoksen keskiarvo on 12,5 tuntia ja
keskihajonta 1,3 tuntia.

a) Tapa l.

Mairitetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla kdyttoajan
luottamusvili 99 %:n luottamustasolla.

Jakauma  Tilastot

Keskiarvon Z-estimaatti A

Luottamustaso 0.99

Otos
Keskiarvo 12.5
o 1.3
N 100 8

Tulos

Keskiarvon Z-estimaatti

Keskiarvo 12.5

o] 1.3

S 0.13

N 100

Alaraja 12.1651
Ylaraja 12.8349

Vali 12.5 + 0.3349

Luottamusvili on [12,2 h; 12,8 h].
Tapa 2.
99 %:n luottamustasolla kriittinen arvo on 2,58.

Lasketaan virhemarginaali.



1,3

~100

Kaikkien akkujen kdyttoaikojen keskiarvo on 99 %:n varmuudella
vahintdan

2,58-

=0,3354 kriittinen arvo - ——
Jn

12,5h—-0,3354 h=12,1646 h=~ 12,2 h
ja enintddn
12,5h+0,3354 h=12,8354 h= 12,8 h.
Luottamusvili on [12,2 h; 12,8 h].
b) Luottamusvilin pituus on 0,5 h, kun virhemarginaali on

0,5h

5 =0,25h.

99 %:n luottamustasolla kriittinen arvo on 2,58.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan otoskoko 7.

virhemarginaali = kriittinen arvo - ——
0,25 =2,58- IJE ¢ n
n Ratkaistaan CAS-laskimella.
n~180
Vastaus

a)[12,2h; 12,8 h] b) 180 akkua



B1

\ B

a) P(X <a)=0,5 kun a =60

b) P(X >a)=0,84, kun P(x <a)=0,16

P(x<a)=0,16, kun a =55

¢) P(X >a)=0,16
Etsitddn siis kohtaa, jonka oikealla puolella oleva pinta-ala on 0,16.
Koska kohdan 55 vasemmalla puolella oleva pinta-ala on 0,16 ja
kohta 55 on viisi yksikkdd odotusarvon alapuolella, niin kohdan
60 + 5 =65 oikealle puolella oleva pinta-ala on 0,16.
Siis P(X >a)=0,16, kun a =65.

Vastaus
a)a=60 b)a=55 c)a=065



B2

Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumédird n = 6. Yksittdisessd
toistossa virheellisen kupin todennikéisyys p = 0,02.
a) Lasketaan tapahtuman todennéikoisyys.
P(tdsmailleen 2 virheellistd)
6
= [2]-0,022 -0,98%

~ 0,0055

b) Lasketaan tapahtuman todennikdisyys.
P(tasmélleen 0 virheellisti)
6
:[ ]-0,020-0,986
0
~ 0,89
¢) Tapahtuman “ainakin yksi virheellinen” vastatapahtuma on ei yhtién
virheellistd”. Lasketaan tapahtuman todennidkdisyys.

P(ainakin yksi virheellinen)
= 1— P(ei yhtdén virheellistd)
=1-0,89

=0,11

Vastaus
a) 0,0055 b) 0,89 ¢) 0,11



B3

Merkitddn satunnaisesti valitun auton nopeutta kirjaimella X. Autojen
nopeuksien odotusarvo u = 63,8 (km/h) ja keskihajonta ¢ = 7,3 (km/h)

a) Maiiritetddn GeoGebran todennékdisyyslaskurilla todennékoisyys, ettd
satunnaisesti valitun autoilijan nopeus on alle 60 km/h.

0 4 50 60 70 80 90
_/~  Normaaljakauma v p 63.8 o 73
[1I

P(X< 60 y= 03013
P(X<60)=0,3013

30 % autoilijoista noudatti nopeusrajoitusta.

b) On maédéritettévé raja, jonka ylédpuolella on 10 % autoilijoista, eli
sellainen nopeus a, ettd P(X > a)=0,10.

Maiéritetdén raja GeoGebran todenndkoisyyslaskurilla.



30 40 50 60 70 80 80

J'/_ Normaalijakauma ¥ 63.8 o 73

16 x[C]

p( 73.1553 <x)= 010

P(X>a)=0,10, kun a~=73
Nopeimmat 10 % autoilijoista ajoi vahintdin nopeudella 73 km/h.
Vastaus

a) 30 %
b) vihintddn 73 km/h



B4

Rahaa heitetddn viisi kertaa. Jotta kruuna voisi sattua toisen kerran
viimeisessa heitossa, neljan ensimmaéisen heiton joukossa on oltava
1 kruuna ja 3 klaavaa seki viimeisen heiton on oltava kruuna.

Lasketaan ensin, milld todennédkoisyydellé neljdssi heitossa saadaan
tasmalleen yksi kruuna. Kyseessé on toistokoe, jossa n =4 ja p=0,5.

P(tasmaélleen 1 kruuna neljassa heitossa)
4

:[ ]-0,51 -0,5°
1

=0,25

Lasketaan seuraavaksi, milli todenndkoisyydelld saadaan neljdssi ekassa
heitossa 1 kruuna ja viidennessé heitossa kruuna.

P(4 heitossa 1 kruuna JA viidennelld kruuna)
= P(4 heitossa 1 kruuna) - P(viidennelld kruuna)
=0,25-0,5=10,125

Vastaus
0,125



BS

a) 95 %:n luottamustason kriittinen arvo on 1,96. Lasketaan
prosenttiosuuden virhemarginaali 95 %:n luottamustasolla.

5677 n
=0,013=1,3%

1,96 \/0500—050) R i)

Kannattajien prosenttiosuus on 95 %:n varmuudella vahintdan
50%—-1,3%=48,7%

ja enintddn

50%+1,3%=51,3 %.

Kannattajien prosenttiosuuden luottamusvéli 95 %:mn luottamustasolla
on [48,7 %; 51,3 %].

b) Kysymykseen vastasi 5677 lukiolaista.

Madritetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla prosenttiosuuden
luottamusvili 95 %:n luottamustasolla.



Suhteen Z-estimaatti i

Luottamustaso 0.95

Otos
Onnistumiset 2838.5

N 5677

Tulos

Suhteen Z-estimaatti

Onnistumiset 2838.5

N 5677

S 0.0066
Alaraja 0.487
Ylaraja 0.513

Vali 0.5+0.013

Kannattajien prosenttiosuuden luottamusvéli 95 %:mn luottamustasolla
on [48,7 %; 51,3 %].

¢) Tydssd tyon mielekkyyden kokee tarkeimmaksi 95 %:n varmuudella
48,7 %-51,3 % lukiolaisista.

Vastaus
a) [48,7 %; 51,3 %]
b) [48,7 %; 51,3 %]



B6

a) Kyseessd on toistokoe, jossa toistojen lukumidird »n = 20. Yksittdisessd
toistossa onnistumisen todenndkdisyys on p.

Toistokokeen odotusarvo on E(X) =np = 20p.
Tiedetddn, ettd odotusarvo on 6,4. Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan p.

20p=6,4 |20
p=0,32

b) Jukan saamien kymppien lukuméird X noudattaa binomijakaumaa
Bin(20; 0,32).

Mairitetddn GeoGebran todennikdisyyslaskurilla todennékdisyys,
ettd 5<X<10.

Binomijakauma v n 20 p 0.32
IEIEA
P( 5 <X< 10 )= 0.7894

P(5<X<10)=0,79

Jukka heittdd vahintddn 5 mutta enintddn 10 kymppid
todennékdisyydelld 0,79.

Vastaus
a)p=0,32
b) 0,79



B7

Merkitddn satunnaisesti valitun 18-vuotiaan tyton pituutta senttimetreini
kirjaimella X. Pituuden keskiarvo on 165 cm ja keskihajonta 6 cm.
Siis © =165 ja 0 =6.

Madritetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todennékoisyys, ettd
satunnaisesti valitun tyton pituus on korkeintaan 175 cm.

Normaalijakauma v M 165 o 6
1J00 X ¢
P(X < 175 )= 0.9522

Umpiméhkéén valittu 18-vuotias tytt on korkeintaan 175 cm pitka
todennékdisyydelld 0,952.

Lasketaan todennékoisyys, ettd kaikki kolme tyttdd ovat alle 175 cm
pitkid.

P(kaikki kolme alle 175 cm)

= P(X <175)- P(X <175)- P(X <175)
=0,9522-0,9522-0,9522

=0,95223 ~ 0,863

Kolmen tyton ryhmaissé kaikki ovat alle 175 cm pitkid
todennékdisyydelld 0,863.

Tapahtuman "ainakin yksi on yli 175 cm" vastatapahtuma on
"kaikki ovat korkeintaan 175 cm". Lasketaan tapahtuman todennikoisyys.



P(ainakin yksi yli 175 cm)

=1— P(kaikki alle 175 cm)  P(kaikki alle 175 cm) ~ 0,863
=1-0,863

= 0,137

Kolmen tyton ryhmaissé ainakin yksi on yli 175 cm pitkd
todennékdisyydelld 0,137.

Vastaus

korkeintaan 175 cm pitkad: 0,952;
kaikki alle 175 cm pitkié: 0,863;
ainakin yksi yli 175 cm pitka: 0,137



B8

a) Otoksen koko on 40 pakkausta. Ndiden keskiarvo on 695 ml ja
keskihajonta 22 ml.

Tapa 1.

Mairitetddn GeoGebran todennédkdisyyslaskurilla suihkusaippuan
maarin luottamusvéli 95 %:n luottamustasolla.

Jakauma  Tilastot

Keskiarvon Z-estimaatti A

Luottamustaso 0.95

Otos

Keskiarvo 695
o 22
N 40

Tulos

Keskiarvon Z-estimaatti

Keskiarvo 695

o] 22

S 3.4785

N 40

Alaraja 688.1823
Ylaraja 701.8177
Vali 695 + 6.8177

Luottamusvili on [688 ml; 702 ml].
Tapa 2.
95 %:n luottamustasolla kriittinen arvo on 1,96.

Lasketaan virhemarginaali.



1,96- 22 — 6.8 (ml) kriittinen arvo - ——

Nm) G

Kaikkien pakkausten suihkusaippuan mééran keskiarvo on 95 %:n
varmuudella vahintdan

695 ml — 6,8 ml = 688,2 ml = 688 ml
ja enintdin

695 ml + 6,8 ml =701,8 ml = 702 ml
Luottamusvili on [688 ml; 702 ml].

b) Koska tavoitemaara 700 ml on luottamusvalin [688 ml; 702 ml]
sisdlld, annosteluautomaatti on séddetty oikein.

Vastaus
a) [688 ml; 702 ml]
b) on sdddetty oikein



B9

a) Olkoon satunnaismuuttuja X: "satunnaisesti valitun ihmisen
dlykkyysosamadird". Satunnaismuuttujan X odotusarvo p =100 ja

keskihajonta o =15.

Madritetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todennékoisyys, ettd
satunnaisesti valitun vieraan dlykkyysosamédird on vahintdan 105.

Normaalijakauma  ~ p 100 o 15
10X
P( 106 =X)= 0.3604

Satunnaisesti valitun vieraan dlykkyysosaméiré on vahintdan 105
todennékdisyydelld 0,37.

b) Juhliin osallistuvat 45 vierasta muodostavat otoksen.

Lasketaan dlykkyysosamiirin keskiarvon keskivirhe.

A5 004 5y =

S—- =
X \/E

Vastaavien otosten dlykkyysosaméaéarien otoskeskiarvot noudattavat
normaalijakaumaa, jonka

odotusarvo =100 ja perusjoukon odotusarvo

keskihajonta o = 2,23. keskiarvon keskivirhe

Madritetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todennékoisyys, ettd
otoskeskiarvo on vahintddn 105.



/~ Normaalijakauma v 100 c 223

101 x(c]

P( 105 <X)= 0.01248

Juhliin osallistuneiden dlykkyysosamédrien keskiarvo on vahintdén 105
todennékdisyydelld 0,013.

Vastaus
a) 0,37
b) 0,013



B10

1.

Ratkaistaan tehtdva LibreOfficen Calc-ohjelmalla.
Lasketaan jokaisen heittokerran silmélukujen summat.

Mairitetdén sen jalkeen kysytyt tunnusluvut.

| A | B | ¢ | b | E | F | 6 | H | 1 | 3] K
1 | Heitto Noppa 1 Noppa 2 Noppa 3 Noppa 4 Noppa 5 Summa |
2 1 3 6 4 3 5 21 '=SUMMA(B2:F2) Minimi | 10'=MIN(G2:G101)
3 2 4 1 3 1 1 10 Maksimi ' 26'=MAKS(G2:G101)
4 3 4 3 6 4 1 18 Mediaani | 17 '=MAKS(G2:G101)
5 4 6 5 6 5 4 26 Keskiarvo | 17,1'=KESKIARVO(G2:G101)
6 5 6 3 1 5 5 20 Keskihajontal 3,6 '=KESKIHAJONTA(G2:G101)
7 6 2 1 4 6 2 15 i
[} 7 3 3 4 1 3 14 I
minimi: 10

maksimi: 26
mediaani: 17
keskiarvo: 17,1
keskihajonta: 3,6

Laaditaan frekvenssitaulukko. Kirjoitetaan sarakkeeseen L
summamuuttujan mahdolliset arvot 10, 11, 12, ..., 26. Lasketaan
sarakkeeseen M kunkin arvon frekvenssi.

L | M | N | o)
1 Summa f
2 11 3 '=LASKE.JOS(5G$2:$G5101;12)
3| 12 7
4 | 13 3
5| 14 10
"6 | 15 9
7| 16 12
8| 17 11
9 18 8
10| 19 10
| 20 6
12 | 21 8
13| 22 5
‘14| 23 3
15 | 24 0
16| 25 1




Valitaan solut L1:M16 ja piirretddn pylvéskaavio.

Summamuuttujan jakauma
14

12

10

0III|I||I|IIII |
11 12 13 14 15 16 20 21 22 23 24

17 18 19

frekvenssi (f)
B =2} o

r

25

summa

HUOMAA:

Voit myos luokitella aineiston ensin tasalevyisiin luokkiin ja piirtdd sen
jélkeen pylvéskuvion.

Summamuuttujan jakauma

frekvenssi (f)

(S -]

10-12 13-15 16-18 19-21 22-24 25-27
summa

3. Kuvaajan perusteella luvut painottuvat keskelle ja daripdissd on
vihemman lukuja. Siten jakauma muistuttaa enemmén
normaalijakaumaa kuin tasaista jakaumaa.
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